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SPECIJALNI POLINOMI STEPENA k + 1

1. Uvod

Prirodni brojevi su najosnovnija matematiqka struktura koja se tokom xko-
lovaǌa upoznaje. Razliqiti odnosi me±u prirodnim brojevima dokazuju se kao
teoreme i posledica su rexavaǌa zadataka.

Skup prirodnih brojeva N znaqajan je kako u algebri tako i u matematiqkoj
analizi. Dok se u algebri dokazuju razliqita svojstva samih prirodnih brojeva
[2–4], u matematiqkoj analizi se prirodni brojevi koriste kao indeksi pomo²u
kojih se dokazuje postojaǌe ili nepostojaǌe graniqnih vrednosti razliqitih
funkcija [1].

Zbog nemogu²nosti rexavaǌa jednaqine x+1 = 0 u skupu prirodnih brojeva,
skup N je proxiren do skupa celih brojeva Z. Kako je jednaqina 2x = −1 nerex-
iva u skupu Z, skup celih brojeva je proxiren do skupa racionalnih brojeva Q.
S obzirom na to da je jednaqina x2 = 2 nerexiva u skupu Q, skup racionalnih
brojeva je proxiren do skupa realnih brojeva R. O detaǉima tih proxireǌa
mogu²e je proqitati u kǌigama [2–4]. U ovom radu, prirodni, celi i racionalni
brojevi ²e biti najqex²e korix²ene strukture. Realni brojevi ²e biti tako±e
korix²eni u ovom radu, ali ne kao glavni objekti prouqavaǌa.

Istra¼ivaǌe, qiji ²e rezultati biti prikazani, motivisano je formulama:

1 + · · ·+ n =
1
2
n(n + 1),(1)

12 + · · ·+ n2 =
1
6
n(n + 1)(2n + 1),(2)

13 + · · ·+ n3 =
1
4
n2(n + 1)2,(3)

gde je n prirodan broj. Problem na koji je ovaj rad fokusiran jeste kako odrediti
sumu

(4) Sk
n = 1k + · · ·+ nk,

za prirodne brojeve n i k (ili bar neke od prirodnih brojeva k).

∗Ovo istra¼ivaǌe finansijski je potpomognuto od strane Ministarstva nauke, tehnoloxkog
razvoja i inovacija preko Matematiqkog institua SANU.
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1.1. Sistemi linearnih jednaqina

Sistem od p linearnih jednaqina sa q nepoznatih x1, . . . , xq je:

(5) Sp
q :





a1
1x1 + · · ·+ a1

qxq = b1

a2
1x1 + · · ·+ a2

qxq = b2

...

ap
1x1 + · · ·+ ap

qxq = bp

gde su ai
j i bi (i ∈ {1, . . . , p}, j ∈ {1, . . . , q}) konstante [3, 4].

Specijalan sluqaj sistema jednaqina je kvadratni sistem, tj. sistem jed-
naqina zadat pomo²u (5), gde je p = q. Takav sistem je oblika:

(6) Sp
p ≡ Sp :





a1
1x1 + · · ·+ a1

pxp = b1

a2
1x1 + · · ·+ a2

pxp = b2

...

ap
1x1 + · · ·+ ap

pxp = bp

Determinanta glavne matrice sistema zadatog pomo²u (6) je

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1
1 . . . a1

p

a2
1 . . . a2

p

...
. . .

...
ap
1 . . . ap

p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Determinanta koja odgovara promenǉivoj xr, r ∈ {1, . . . , p}, je

Dr =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1
1 . . . a1

r−1 b1 a1
r+1 . . . a1

p

a2
1 . . . a2

r−1 b2 a2
r+1 . . . a2

p

...
...

...
...

...
...

...
ap
1 . . . ap

r−1 bp ap
r+1 . . . ap

p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Sistem Sp ima jedinstveno rexeǌe ako i samo ako je D 6= 0. U tom sluqaju
rexeǌe sistema (6) je ure±ena p-torka

(x1, . . . , xp) =
(

D1

D
, . . . ,

Dp

D

)
.

Ukoliko je glavna determinanta sistema Sp levo trougaona, tj. ako je

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1
1 0 . . . 0 0

a2
1 a2

2 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

ap−1
1 ap−1

2 . . . ap−1
p−1 0

ap
1 ap

2 . . . ap
p−1 ap

p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,
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pri qemu je ai
i 6= 0, i ∈ {1, . . . , p}, onda je rexeǌe tog sistema zadato rekurzivno,

za s ∈ {1, . . . , p− 1},

x1 = − b1

a1
1

, xs+1 =
bs+1 −∑s

i=1 as+1
i xi

as+1
s+1

.

1.2. Polinomi

U ovom poglavǉu, podseti²emo se definicije i osobina polinoma neophod-
nih za istra¼ivaǌe predstavǉeno u ovom radu. O ostalim detaǉima u vezi sa
polinomima, mogu²e je proqitati u [3, 4].

Funkcija

(7) P (x) = anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x + a0,

gde su a0, a1, . . . , an elementi skupa Q, an 6= 0, a x realna promenǉiva, nazi-
va se polinom stepena n nad poǉem Q. Racionalni brojevi a0, a1, . . . , an su
koeficijenti polinoma P (x).

Polinom P (x) je mogu²e predstaviti kao proizvod polinoma stepena 1 i 2
sa realnim koeficijentima (ovo je posledica Osnovne teoreme algebre). Takvo
predstavǉaǌe naziva se faktorizacija polinoma P (x). Polinom P (x) stepena n
deǉiv je polinomom π(x) stepena m, m 6 n, ako postoji polinom µ(x) takav da
je P (x) = π(x)µ(x).

Dva polinoma, (7) i

(8) Q(x) = Amxm + Am−1x
m−1 + · · ·+ A1x + A0,

an 6= 0, Am 6= 0, jednaka su ako i samo ako je m = n i Am ≡ An = an, Am−1 ≡
An−1 = an−1, . . . , A1 = a1, A0 = a0.

Linearna kombinacija polinoma P (x) = anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x + a0 i

Q(x) = Anxn + An−1x
n−1 + · · · + A1x + A0, s konstantama α, β ∈ Q, je polinom

stepena najvixe n koji je jednak

R(x) = (αan +βAn)xn +(αan−1 +βAn−1)xn−1 + · · ·+(αa1 +βA1)x+(αa0 +βA0).

1.3. Motivacija

Sume S1
n, S2

n, S3
n, prikazane jednakostima (1), (2), (3), su polinomi stepena

2, 3 i 4, redom. Motivisano time, ciǉevi ovog rada su slede²i:

1. Odrediti familiju polinoma stepena k +1 od kojih jedan odgovara sumi Sk
n

koja je zadata jednakox²u (4).

2. Odrediti sume k-tih stepena prvih n prirodnih brojeva za k = 1, . . . , 10.
3. Prikazati odnose izme±u suma razliqitih stepena prvih n prirodnih bro-

jeva.
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2. Polinomna jednaqina

Problem kojim ²emo se baviti u ovom poglavǉu jeste odre±ivaǌe polinoma

(9) pk+1(x) = ak+1x
k+1 + akxk + · · ·+ a2x

2 + a1x + a0,

koji identiqki zadovoǉava jednakost

(10) pk+1(1 + x) = pk+1(x) + (1 + x)k.

Doka¼imo naredno tvr±eǌe.

Tvr�eǌe 1. Ukoliko je αa0 + βA0 = 0, i ako su π, µ, ν, ρ konstante,
tada linearna kombinacija polinoma P (πx + µ) i Q(νx + ρ) zadatih jed-
nakostima (7), (8), jednaka R(x) = αP (πx + µ) + βQ(νx + ρ), ne zavisi od
koeficijenata a0 i A0.

Dokaz. Va¼e slede²e jednakosti:

R(x) = αP (πx + µ) + βQ(νx + ρ)

= α
(
an(πx + µ)n + an−1(πx + µ)n−1 + · · ·+ a1(πx + µ) + a0

)

+ β
(
An(νx + ρ)n + An−1(νx + ρ)n−1 + · · ·+ A1(νx + ρ) + A0

)

= α
(
an(πx + µ)n + an−1(πx + µ)n−1 + · · ·+ a1(πx + µ)

)

+ β
(
An(νx + ρ)n + An−1(νx + ρ)n−1 + · · ·+ A1(νx + ρ)

)
+ 0,

qime je dokaz ovog tvr±eǌa zavrxen.
U narednoj lemi prikaza²emo neke od osobina polinoma pk+1(x) pod pret-

postavkom da takav polinom postoji. Nakon leme, odredi²emo linearne jednaqine
koje generixu koeficijente polinoma pk+1(x).

Lema 1. Polinom pk+1(x), zadat jednakox�u (9), a koji ispuǌava do-
datni uslov (10), zadovoǉava jednakosti:

(11) pk+1(1) = ak+1 + ak + · · ·+ a1 + a0, pk+1(0) = a0, pk+1(−1) = a0.

Za svaki prirodan broj n, va�e jednakosti:

pk+1(−n) = a0 − (−1)k
(
1k + · · ·+ (n− 1)k

)
,

pk+1(n) = a0 + 1k + · · ·+ nk.

Dokaz. Prve dve jednakosti u relacijama (11) slede direktno iz vrednosti
polinoma pk+1(x) u taqkama x = 1 i x = 0. Zamenom x = −1 u jednaqini (10)
dolazimo do zakǉuqka da je

pk+1

(
1 + (−1)

)
= pk+1

(− 1
)

+
(
1 + (−1)

)k
,

odnosno pk+1(0) = pk+1(−1)+0. Kako je pk+1(0) = a0, to sledi da je i pk+1(−1) =
a0.



86 N. Vesi², I. §urixi²

Drugi deo ove leme ²emo dokazati matematiqkom indukcijom.

– Sluqaj n0 = 1:
Ve² je dokazano da je pk+1(−1) = pk+1(−n0) = a0, xto znaqi da je u ovom
sluqaju tvr±eǌe ispuǌeno.

– Induktivna hipoteza za n0 = n:

Za neko n ∈ N va¼i jednakost

(12) pk+1(−n) = a0 − (−1)k
(
1k + · · ·+ (n− 1)k

)
.

– Induktivni dokaz za n0 = n + 1:
Zamenom x = −n− 1 u dodatnom uslovu (10) dolazimo do toga da va¼i

pk+1(1 + n0) = pk+1

(
(1 + (−n− 1)

)
= pk+1(−n− 1) +

(
1 + (−n− 1)

)k
,

tj.
pk+1(−n) = pk+1

(− (n + 1)
)

+ (−1)k · nk.

Kako je, prema induktivnoj hipotezi, zadovoǉena jednakost (12), iz posledǌe
dobijene jednakosti sledi da va¼i jednakost

pk+1

(− (n + 1)
)

= a0 − (−1)k
(
1k + · · ·+ (n− 1)k + nk

)
,

qime je dokaz ovog dela leme zavrxen.

Tre²i deo leme dokazujemo analogno dokazivaǌu drugog dela ovog tvr±eǌa.

– Sluqaj n0 = 1:
Ukoliko zamenimo x = 0 u uslov (10) i iskoristimo ve² dokazanu qiǌenicu
da je pk+1(0) = a0, dolazimo do zakǉuqka da je pk+1(1) = a0 + 1k.

– Induktivna hipoteza za n0 = n:

Za neko n ∈ N va¼i jednakost

pk+1(n) = a0 + 1k + · · ·+ nk.

– Induktivni dokaz za n0 = n + 1:
Na osnovu uslova (10) zakǉuqujemo da va¼e jednakosti

pk+1(n0) = pk+1(1+n) = pk+1(n)+ (1+n)k =
(
a0 +1k + · · ·+nk

)
+(n+1)k.

Time je dokaz ove leme zavrxen.

Jednakost

(13) pk+1(1 + x)− pk+1(x) = (1 + x)k

ekvivalentna je jednakosti (10) i zadovoǉena je za svako x ∈ R. Stoga su koefi-
cijenti polinoma Lk(x) = pk+1(1 + x)− pk+1(x) jednaki odgovaraju²im koefici-
jentima polinoma Dk(x) = (1 + x)k.
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Pre nego xto uporedimo koeficijente u polinomima Lk(x) i Dk(x), podse-
timo se da va¼e jednakosti:

(1 + x)p =
(

p

0

)
xp +

(
p

1

)
xp−1 + · · ·+

(
p

p− 1

)
x1 +

(
p

p

)
,

(1 + x)p − xp =
(

p

1

)
xp−1 + · · ·+

(
p

p− 1

)
x1 +

(
p

p

)
,(14)

p ∈ N. Na osnovu jednakosti (14) sledi da je Lk(x) polinom stepena k.

U jednakosti (14), koeficijent koji odgovara stepenu xq, 0 6 q < p, jednak
je

cp
q =

(
p

p− q

)
.

Razlika Lk(x) jednaka je
(15)
Lk(x) = ak+1

(
(1 + x)k+1 − xk+1

)
+ ak

(
(1 + x)k − xk

)
+ · · ·+ a1

(
(1 + x)1 − x1

)

= ak+1

((k + 1
1

)
xk +

(
k + 1

2

)
xk−1 + · · ·+

(
k + 1

k

)
x1 +

(
k + 1
k + 1

)
x0

)

+ ak

((k

1

)
xk−1 +

(
k

2

)
xk−2 + · · ·+

(
k

k − 1

)
x1 +

(
k

k

)
x0

)

...

+ ap

((p

1

)
xp−1 +

(
p

2

)
xp−2 + · · ·+

(
p

p− 1

)
x1 +

(
p

p

)
x0

)

...

+ a1

((1
1

)
x0

)
.

Iz jednakosti (15) qitamo da se sabirci sa stepenom xp−1, p ∈ {1, . . . , k + 1},
javǉaju samo uz koeficijente ak+1, . . . , ap. Koeficijent u razvoju polinoma
Lk(x) uz xp−1 je

`p−1 = ak+1

(
k + 1

k + 1− (p− 1)

)
+ ak

(
k

k − (p− 1)

)
+ · · ·+

+ ap+1

(
p + 1

p + 1− (p− 1)

)
+ ap

(
p

p− (p− 1)

)
.

Na desnoj strani jednakosti (13), koeficijent uz xp−1 je

dp−1 =
(

k

p− 1

)
.
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Kako je Lk(x) = Dk(k) za svako x ∈ R, zakǉuqujemo da je `p−1 = dp−1, tj.

(16) ak+1

(
k + 1

k + 1− (p− 1)

)
+ ak

(
k

k − (p− 1)

)
+ · · ·+

+ ap+1

(
p + 1

p + 1− (p− 1)

)
+ ap

(
p

p− (p− 1)

)
=

(
k

p− 1

)
.

Razmotri²emo sluqaj dovoǉno velikog stepena k. Za razliqite p ∈ {1, 2,
. . . , k + 1}, a na osnovu jednaqine (16), zakǉuqujemo da je zadovoǉen slede²i
sistem linearnih jednaqina po ak+1, . . . , a1:

(17) SA :





(
k

0

)
= ak+1

(
k + 1

1

)

(
k

1

)
= ak+1

(
k + 1

2

)
+ ak

(
k

1

)

(
k

2

)
= ak+1

(
k + 1

3

)
+ ak

(
k

2

)
+ ak−1

(
k − 1

1

)

...(
k

k

)
= ak+1

(
k + 1
k + 1

)
+ ak

(
k

k

)
+ · · ·+ a1

(
1
1

)
.

Va¼i naredna teorema.

Teorema 1. Matrica MSA sistema SA, zadatog jednaqinama (17), doǌe
je trougaona i ǌen oblik je

(18) MSA =




(
k+1
1

)
0 0 . . . 0(

k+1
2

) (
k
1

)
0 . . . 0(

k+1
3

) (
k
2

) (
k−1
1

)
. . . 0

...
...

...
. . .

...(
k+1
k+1

) (
k
k

) (
k−1
k−1

)
. . .

(
k−(k−1)
k−(k−1)

)




.

Determinanta matrice MSA je det MSA
= (k + 1)! 6= 0.

Sistem jednaqina SA ima jedinstveno rexeǌe po ak+1, ak, . . . , a1. Ko-
eficijent a0 je proizvoǉan.

Rexeǌe sistema SA dato je sa:




ak+1 =
(

k + 1
1

)−1

, p = 1,

ak+2−p =
((

k

p− 1

)
−

p−1∑

i=0

(
k + 1− i

p− i

)
ak+1−i

)(
k + 2− p

1

)−1

, p = 2, . . . , k + 1.
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Dokaz. Matrica sistema SA se jasno qita iz jednaqina (17) i poklapa se
sa matricom MSA prikazanom jednaqinom (18). Determinanta matrice MSA
je jednaka proizvodu dijagonalnih elemenata, koji je jednak (k + 1)!. Kako je
(k + 1)! 6= 0, k ∈ N, sistem linearnih jednaqina odre±en matricom MSA ima
jedinstveno rexeǌe po ak+1, ak, . . . , a2, a1. S obzirom na dodatni uslov (10),
a na osnovu rezultata prikazanog u tvr±eǌu 1 i u skladu sa oznakama α = 1,
β = −1, π = 1, µ = 1, ν = 1, µ = 0, A0 = a0, zakǉuqujemo da je αa0 + βA0 = 0.
Stoga, linearna kombinacija αpk+1(1+x)+βpk+1(x) ≡ pk+1(1+x)− pk+1(x) ne
zavisi od a0, tj. a0 je proizvoǉna konstanta koja ne remeti ispuǌenost uslova
(10).

Vrednost promenǉive ak+1 je ak+1 =
(
k
0

)(
k+1
1

)−1
, xto zakǉuqujemo na osnovu

prve jednaqine sistema SA.
Tako±e, p-ta jednaqina sistema SA je(
k + 2− 1

p

)
ak+1 +

(
k + 2− 2

p− 1

)
ak + · · ·+

(
k + 2− (p− 1)

2

)
ak+2−(p−1)+

+
(

k + 2− p

1

)
ak+2−p =

(
k

p− 1

)
.

Pod pretpostavkom da su ak+2−1, . . . , ak+2−(p−1) nepoznate sistema SA koje su
prethodno odre±ene, sledi da je

ak+2−p =
((

k

p− 1

)
−

p−1∑

i=0

(
k + 1− i

p− i

)
uk+1−i

)(
k + 2− p

1

)−1

,

qime je dokaz ove teoreme zavrxen.

Posledica 1. Va�i jednakost pk+1(n) = a0 +Sk
n za proizvoǉne brojeve

n, k ∈ N. Ukoliko je a0 = 0, vrednosti polinoma pk+1(x) u taqkama n ∈ N su
jednake Sk

n.

3. Sume stepenovanih prirodnih brojeva

Rexeǌa sistema SA zadatog jednaqinama (17) su indirektno odre±ena. Zbog
toga ²emo se, u ovom poglavǉu, pozabaviti sumama Sk

n =
∑n

i=1 ik, k = 1, . . . , 10.
Na osnovu posledice 1 zakǉuqujemo da je

Sk
n = pk+1(n)− a0.

Ukoliko je a0 = 0, onda se polinom pk+1(x) redukuje na polinom p0
k+1(x) i va¼i

p0
k+1(n) = Sk

n.

Za k > 10 dobijamo jedanaest rexeǌa sistema SA:
(19)

ak+1 =
1

k + 1
, ak =

1
2
, ak−1 =

k

12
, ak−2 = 0, ak−3 = − 1

120

(
k

3

)
, ak−4 = 0,

ak−5 =
1

252

(
k

5

)
, ak−6 = 0, ak−7 = − 1

240

(
k

7

)
, ak−8 = 0, ak−9 =

1
132

(
k

9

)
.
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Ukoliko je k = k0 < 10, tada su rexeǌa sistema SA brojevi ak+1, ak, . . . ,
ak+2−k0 dok su ostali koeficijenti ak+1−k0 , ak−k0 , . . . , ak−9 jednaki 0.

3.1. Sluqaj k = 1
Kada je k = 1, odgovaraju²i polinom p0

k+1(x) koji odgovara zbiru S1
n =

1 + · · · + n je stepena 2 i odre±en je koeficijentima a2 = a1+1 i a1. U ovom

sluqaju je a2 =
1
2

i a1 =
1
2

pa je

(20) S1
n = a2n

2 + a1n =
1
2
n2 +

1
2
n =

1
2
n(n + 1).

3.2. Sluqaj k = 2
Kada je k = 2, polinom p0

k+1(x) koji odgovara zbiru S2
n = 12 + · · · + n2 je

stepena 3. Taj polinom je odre±en koeficijentima a3 =
1
3
, a2 =

1
2

i a1 =
1
6
.

Posmatrana suma S2
n je

(21) S2
n = a3n

3 + a2n
2 + a1n =

1
3
n3 +

1
2
n2 +

1
6
n =

1
6
n(n + 1)(2n + 1).

3.3. Sluqaj k = 3
Kada je k = 3, suma S3

n = 13 + · · · + n3 je odre±ena polinomom p0
k+1(x)

stepena 4. Taj polinom je odre±en koeficijentima a4 = a3+1, a3, a2 = a3−1,
a1 = a3−2. Koriste²i jednakosti (19), dolazimo do zakǉuqka da je

(22) S3
n =

1
4
n4 +

1
2
n3 +

1
4
n2 =

1
4
n2(n + 1)2.

3.4. Sluqaj k = 4
Kada je k = 4, polinom p0

k+1(x) koji odre±uje sumu S4
n = 14 + · · · + n4 je

stepena 5. Odgovaraju²i koeficijenti tog polinoma su a5 = a4+1, a4, a3 = a4−1,
a2 = a4−2, a1 = a4−3. Na osnovu jednakosti (19) dolazimo do zakǉuqka da je

(23) S4
n =

1
5
n5 +

1
2
n4 +

1
3
n3 − 1

30
n =

1
30

n(n + 1)(2n + 1)(3n2 + 3n− 1).

3.5. Sluqaj k = 5
Kada je k = 5, suma S5

n = 15+ · · ·+n5 je vrednost polinoma p0
k+1(x) stepena 6

qiji su koeficijenti a6 = a5+1, a5, a4 = a5−1, a3 = a5−2, a2 = a5−3, a1 = a5−4.
Na osnovu jednakosti (19), imamo slede²e

(24) S5
n =

1
6
n6 +

1
2
n5 +

5
12

n4 − 1
12

n2 =
1
12

n2(n + 1)2(2n2 + 2n− 1).

3.6. Sluqaj k = 6
Kada je k = 6, polinom p0

k+1(x) kojim je odre±en zbir S6
n = 16 + · · · + n6

je stepena 7 a ǌegovi koeficijenti su a7 = a6+1, a6, a5 = a6−1, a4 = a6−2,
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a3 = a6−3, a2 = a6−4, a1 = a6−5. Na osnovu jednakosti (19) zakǉuqujemo da je
posmatrani zbir

(25) S6
n =

1
7
n7+

1
2
n6+

1
2
n5− 1

6
n3+

1
42

n =
1
42

n(n+1)(2n+1)(3n4+6n3−3n+1).

3.7. Sluqaj k = 7
Kada je k = 7, tra¼eni polinom p0

k+1(x), kojim je odre±ena suma S7
n = 17 +

· · · + n7, je stepena 8 i odre±en je koeficijentima a8 = a7−1, a7, a6 = a7−1,
a5 = a7−2, a4 = a7−3, a3 = a7−4, a2 = a7−5, a1 = a7−6. Na osnovu jednakosti
(19) dolazimo do slede²ih jednakosti

(26) S7
n =

1
8
n8+

1
2
n7+

7
12

n6− 7
24

n4+
1
12

n2 =
1
24

n2(n+1)2(3n4+6n3−n2−4n+2).

3.8. Sluqaj k = 8
Kada je k = 8, polinom p0

k+1(x) koji odre±uje zbir S8
n = 18 + · · · + n8 je

stepena 9. Koeficijenti tog polinoma su a9 = a8+1, a8, a7 = a8−1, a6 = a8−2,
a5 = a8−3, a4 = a8−4, a3 = a8−5, a2 = a8−6, a1 = a8−7. Na osnovu jednakosti
(19) sledi da je posmatrana suma jednaka

(27)
S8

n =
1
9
n9 +

1
2
n8 +

2
3
n7 − 7

15
n5 +

2
9
n3 − 1

30
n

=
1
90

n(n + 1)(2n + 1)(5n6 + 15n5 + 5n4 − 15n3 − n2 + 9n− 3).

3.9. Sluqaj k = 9
Kada je k = 9, polinom p0

k+1(x) koji odre±uje sumu S9
n = 19 + · · · + n9 je

stepena 10. Koeficijenti u tom polinomu su a10 = a9+1, a9, a8 = a9−1, a7 = a9−2,
a6 = a9−3, a5 = a9−4, a4 = a9−5, a3 = a9−6, a2 = a9−7, a1 = a9−8. Na osnovu
jednakosti (19) sledi da je

(28)
S9

n =
1
10

n10 +
1
2
n9 +

3
4
n8 − 7

10
n6 +

1
2
n4 − 3

20
n2

=
1
20

n2(n + 1)2(n2 + n− 1)(2n4 + 4n3 − n2 − 3n + 3).

3.10. Sluqaj k = 10
Kada je k = 10, polinom p0

k+1(x) koji odre±uje zbir S10
n = 110 + · · · + n10

je stepena 11. Koeficijenti tog polinoma su a11 = a10+1, a10, a9 = a10−1,
a8 = a10−2, a7 = a10−3, a6 = a10−4, a5 = a10−5, a4 = a10−6, a3 = a10−7,
a2 = a10−8, a1 = a10−9. Na osnovu jednakosti (19) sledi
(29)

S10
n =

1
11

n11 +
1
2
n10 +

5
6
n9 − n7 + n5 − 1

2
n3 +

5
66

n

=
1
66

n(n + 1)(2n + 1)(n2 + n− 1)(3n6 + 9n5 + 2n4 − 11n3 + 3n2 + 10n− 5).
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3.11. Odnosi me�u sumama stepenovanih prirodnih brojeva
U ovom delu rada ²emo odrediti neke odnose polinoma Sk1

n i Sk2
n pri qemu

je polinom Sk1
n deǉiv polinomom Sk2

n .

Upore±ivaǌem jednakosti (20)–(29) zakǉuqjujemo da va¼e naredne jednakosti:



S10

n =
1
33
S1

n(2n + 1)(n2 + n− 1)(3n6 + 9n5 + 2n4 − 11n3 + 3n2 + 10n− 5),

S10
n =

1
11
S2

n(n2 + n− 1)(3n6 + 9n5 + 2n4 − 11n3 + 3n2 + 10n− 5),



S9

n =
1
10
S1

nn(n + 1)(n2 + n− 1)(2n4 + 4n3 − n2 − 3n + 3),

S9
n =

1
5
S3

3 (n2 + n− 1)(2n4 + 4n3 − n2 − 3n + 3),



S8

n =
1
45
S1

n(2n + 1)(5n6 + 15n5 + 5n4 − 15n3 − n2 + 9n− 3),

S8
n =

1
15
S2

n(5n6 + 15n5 + 5n4 − 15n3 − n2 + 9n− 3),



S7

n =
1
12
S1

nn(n + 1)(3n4 + 6n3 − n2 − 4n + 2),

S7
n =

1
6
S3

n(3n4 + 6n3 − n2 − 4n + 2),



S6

n =
1
21
S1

n(2n + 1)(3n4 + 6n3 − 3n + 1),

S6
n =

1
7
S2

n(3n4 + 6n3 − 3n + 1),



S5

n =
1
6
S1

nn(n + 1)(2n2 + 2n− 1),

S5
n =

1
3
S3

n(2n2 + 2n− 1),



S4

n =
1
15
S1

n(2n + 1)(3n2 + 3n− 1),

S4
n =

1
5
S2

n(3n2 + 3n− 1),

S3
n =

1
2
S1

nn(n + 1) =
(S1

n

)2
,

S2
n =

1
3
S1

n(2n + 1).

4. Zakǉuqak

U ovom radu, odre±eni su polinomi stepena k + 1 i oblika pk+1(x) =
ak+1x

k+1 + akxk + · · · + a1x + a0 koji zadovoǉavaju jednakost pk+1(1 + x) =
pk+1(x)+ (1+x)k. Ukoliko je a0 = 0, polinomi pk+1(x) se redukuju na polinome
p0

k+1(x) za koje va¼i p0
k+1(n) = Sk

n, gde su k i n prirodni brojevi. Nakon toga,
odre±ene su sume Sk

n za k ∈ {1, . . . , 10} i istaknuti su odnosi nekih od tih suma.



Specijalni polinomi stepena k + 1 93

LITERATURA
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